
Turbine fondamental de l' algèbre : Gourdon p . 84 125-144

Tout polynôme PEETA
/ deg ( P) ≥ 2 admet une racine dans ¢ .

demonstration : 1) On commence par
montrer le ritultat pour

PE IREM / degli) = 2
"

q =D
où

q est impair et d≥ 2

On procède par récurrence sur REIN
*

:

* n= 0 alors degun _

-

q est impair .

Done Plat ~ n' → +a

a-> +•

→ -
o

x
-s-o

dare 3-a C- Int l P1 -al < O
,

P (a ) > 0 .
Connue la fonction

pdyna.me P et continue sur IR ,par Uttioéme des valeurs

intermédiaires
,
7 CE J-a.at/PCcl=0

* on suppose le rttultat vrai jusqu'
à un rang n - l≥ 0 .

Il existe une ex tueries 1K de Q et ok ,
. _ ,
xd C- 1K tels que

P = ↑ ( X - ai )
.
①

Pour tout CE M
,
K1 ≤ i < j ≤ d ,

a pare yij (c) = ai + Aj + caixj
Montrons

que
te C- In

,
7- licijc) / y :c , je

(c) E Q

Soit CEIR
,
soit Q = ne≤ ici ≤ d

( ✗ - Yi , ;
(c ) )

les coefficients de Q sont des polynômes symétrique à coefficients réels
en les ai dare ce sont des polynômes à coefficient riels eu les

fonctions symétriques élementaire des ni qui tout eux
-même ls

coefficients de P done riels Ainsi : Qt MED

digue) = tard /{ lis ;) / ici < j ≤d4 ) = dd = 24¥
=
2^
"

qld- i )
-

impair
done on peut appliquer l' hypothèse de récurrence à Q :



Flic
, je
) / yic , je

(c) E E

Montrons
que Ric t Yic

et Ric Yic E E

Soit A- { hij ) / 1 ≤ icj ≤ d} par ce qui précède :

'

ulexite une

application in → r

c t> tic
, je)

( teck
) Yia , je

(c) c- ¢

couvre Net infini et P est fui , llapphialior non pas injective
Rae 7e '

etc C- M I lic '
, j'd) = tic , j'c)

On pou trist : tic , j'c)

Colline (Ntm) + cartes C- CI et tartines ) +daras c- ¢ alors

Scott ns C- CI et D= aras c- E

Metas sont les racines de ✗2-Y ✗ + PE ICED d- done

zer
,
M E G .

finalement P a une racine complexe ( même 21
.

2) Couturier : on veut montrer le nihrltat dans 1Re]
d

fait F- E ai ✗ it Een ;
f- = Ê ai ✗ i

i -0

on voit que FFENID done P admetau moins une racine
À

dans ✗ E E ; dire fcxtflxl=D

si Flat
.
-0 a atvminé

Sinon F- Cal = 0 = > FTXT =D
Ifla) B

① Soit FEIKEXJ / deg (F)≥ a . Alors il existe une extension

4- de 1K sur laquelle foot Sandé .

Démonstration : Par rec nr dlglfl = n .

* ne l Ok



* A hypnose le uheltat vrai jusqu' à un rang n - i ≥ '

fait G un facteur irréductible de F ( exine can IK Cops ⇒

KEN factoriel ) soit H 1 F = GH
.

G étant irréductible
,
7 121 1K dans laquelle G admet une

racine as
? G = ( ✗ nan ) G, où GEK , en

clone F- (X - ar
.

) Fi oui F, E KIEM

Couvre deg (fi) = n - l , pou typ de mec
,
711-114 dans laquelle

Fi est scindé sur b-
.

done f est scindé dans Ken
.

① fait PEIKCXI irréductible dans lklx]
.

Alors 7 KIK

tq P admette une racine K dans K
.

demonstration , IL = IKEA / Cp ) est un corps
? l' ehjeetna canonique

les 1K→ 4-
= IKCEXCP ) permet d' identifier le elements de

a ts à 1K et CUKI

Ainsi
,
IL estune extension de 1K

.

En posant a = I c- 4- ; on voit que
Pat = PCI ) =D (E) = 0

① fait PEIKCXJ / deg (P )≥ / ;
l' anneau IKEA / (p) est un corps

ni Pot irréductible .

démonstration : ⑤ Si P est réductible alors 1-QR C- lklx] /

Pas QR
,

^ ≤ degli ) , deglet < degun . Rae E = À avaEto

et Eto lo⊕
⑤ Supposons P irréductible

.
Soit AEIKCES /A-±à alors PXA

et P in ⇒ PA A = l ⇒ 3-U, re IKEA / AU + PV=L = >

ÀU à = > À diversi ble ; ceci TE *
à dire Kellen est

un corps .



② Soit A anneau uauuutalif unitaire .

fait PE Alta, .
. .
XD

Un polynôme symétrique dans Alxe .
.
.

.
xD .

Alors 7 ! c- Alexe . . . . xD /

P = & ( Ca ,
.
.
.

.
In )

Polynôme symétrique élementaire : on appelle poly hym eten

de Alte
,
. .

, Xp] les poly Lp dof par : Ep = E Xia × . . ✗ Xip
ie L - Cip

En particulier : C
, =
Ê Xiz =

✗a + - - + Xn
iz= |

{2, , C ✗i, X.

,

1 ≤ ix. il ≤a

i.
En = £ ✗ in + -

Xin = A- × .
. ✗ 1h

1 = it L . - C in = n

Il vantent : ( X-Als .
_ (X- H = Y

"

-

E ,
X
" '

+ Ca ×
"

+ .
- + tel

" '

Cn ,

✗
+HIN

En particulier ,
si P C- IKEA est scindé sur 1K devenir

21 .
.
. ,
au ^

,
alors triche . -

nce ; l - M
"
ai = Lilas .

-
- im )

@ tout , . .

/ an
)
=
C aha × . . ✗ aki )

1 ≤ 4- C - Chi ≤ n

Ici : Q =
Il ✗ - y ,

-

, ;
(c) \ = ✗

t

-
&

,
✗
€"

t .
- + 1- 1)

←

It

où IL = In ( yijlcl ; 1 ≤ icj < d)

= Eh ( ni + njtcniaj ;
1 ≤ i < jtd )
-

= ↳TG + G)
'

C,
c = & - ce, dou

G- ""ai

mini = - Ez

P = a-( ✗ - ai ) = ✗d- 9.* xd
"

+ . . + titlcd = ✗Hari
"

1- . _ t den

an
où ai =

G)
^ CI ( ne . . . ,

ad) Eh



done E.
•

tut
.
. - and) C- IR


